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Lagrangian	
  coherent	
  structures	
  and	
  trajectory	
  divergence	
  rate	
  
Lagrangian	
  coherent	
  structures	
  	
  
(LCS)	
  are	
  disGnguished	
  surfaces	
  of	
  
trajectories	
  in	
  a	
  dyn.	
  syst.	
  that	
  	
  
exert	
  a	
  major	
  influence	
  on	
  nearby	
  
traj.	
  over	
  a	
  Gme	
  interval	
  of	
  interest.	
  

[NNR19]:	
  	
  the	
  trajectory	
  divergence	
  rate	
  is	
  a	
  scalar	
  field	
  which	
  
	
   	
  locally	
  gives	
  the	
  instantaneous	
  aVracGon/repulsion	
  of	
  
	
   	
  adjacent	
  trajectories.	
  It	
  may	
  be	
  used:	
  

	
  
•  to	
  find	
  	
  aVracGng	
  or	
  repelling	
  invariant	
  manifolds,	
  	
  
•  to	
  rapidly	
  approximate	
  hyperbolic	
  LCS,	
  or	
  
•  	
  to	
  provide	
  the	
  local	
  stability	
  of	
  invariant	
  manifolds.	
  	
  

[wikipedia]	
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•  LC	
  analysis	
  done	
  via	
  standard	
  rates	
  of	
  local	
  stability	
  in	
  
the	
  moving	
  tangenGal-­‐normal	
  reference	
  frame	
  

	
  	
  
•  We	
  plan	
  to	
  show	
  here:	
  LC	
  analysis	
  also	
  possible	
  	
  with	
  
OSL	
  in	
  the	
  fixed	
  reference	
  frame	
  	
  

	
  	
  	
  	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  à	
  non-­‐standard	
  rate	
  of	
  local	
  stability	
  

•  Van	
  der	
  Pol,	
  Brusselator	
  examples	
  

•  Extension	
  to	
  reacGon-­‐diffusion	
  equaGons	
  

PLAN	
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Ordinary	
  DifferenGal	
  EquaGon	
  (ODE)	
  

•  dy/dt	
  =	
  f(y) 	
   	
   	
   	
  f	
  	
  field	
  vector	
  
	
   	
   	
  y(0)	
  =	
  y0	
   	
   	
   	
  iniGal	
  condiGon	
  

•  Here:	
  f	
  :	
  R2	
  -­‐>	
  R2	
  	
  vector	
  funcGon	
  with	
  y:(u,v)	
  

	
  du/dt	
  =	
  f(u,v)	
  
	
  dv/dt	
  =	
  g(u,v)	
  
	
   	
   	
  (u(0),v(0))	
  =	
  (u0,v0)	
  

	
  
•  AssumpGon:	
  	
  soluGon	
  exists	
  &	
  unique	
  	
  (suff	
  cond:	
  f	
  Lipschitz)	
  

•  We	
  suppose	
  given	
  an	
  invariant	
  (convex)	
  domain	
  S:	
  
	
   	
  y(0)	
  in	
  S	
  =>	
  	
  y(t)	
  in	
  S	
   	
   	
  for	
  all	
  t	
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I.	
  One-­‐sided	
  Lipschitz	
  (OSL)	
  constants	
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Lipschitz	
  constant	
  L	
  

•  Given	
  a	
  domain	
  D:	
  	
  	
  	
  	
  L	
  =	
  supy≠z	
  in	
  D	
  |f(y)−f(z)|	
  /	
  |y−z|	
  
	
   	
  	
  

NB:	
  	
  if	
  D	
  convex, 	
  L	
  =	
  supy	
  in	
  D	
  |J	
  y|	
  	
  where	
  J	
  is	
  the	
  Jacobian	
  matrix	
  at	
  y	
  
	
  

•  Given	
  two	
  sols	
  y	
  and	
  z	
  (for	
  iniGal	
  cond.	
  y0,	
  z0),	
  
	
  |y(t)	
  −	
  z(t)|	
  ≤	
  eL	
  t	
  |y0	
  −	
  z0|	
  

	
  
😮	
  	
  	
  growth	
  bound	
  too	
  large	
  for	
  ``sGff’’	
  equaGons	
  

🏆Lozinskii	
  (1959)	
  and	
  🏆Dalquist	
  (1959)	
  :	
  	
  Lozinskii	
  (1959)	
  and	
  🏆Dalquist	
  (1959)	
  :	
  	
  Dalquist	
  (1959)	
  :	
  	
  
	
   	
  à	
  one-­‐sided	
  (or	
  logarithmic)	
  Lipschitz	
  constant	
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One-­‐Sided	
  Lipschitz	
  (OSL)	
  constant	
  
	
  •  Given	
  a	
  domain	
  D	
  

	
   	
  λ	
  =	
  supy≠z	
  in	
  D	
  	
  <	
  	
  f(y)	
  −	
  f(z),	
  y	
  −	
  z	
  >	
  /	
  |y−z|2	
  
	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  where	
  <	
  .,	
  .	
  >	
  is	
  the	
  scalar	
  product	
  

	
  
•  new	
  growth	
  bound:	
  given	
  two	
  soluGons	
  y	
  and	
  z	
  

	
   	
  |y(t)	
  −	
  z(t)|	
  ≤	
  eλ	
  t	
  |y0−z0|	
  
	
  
•  😊	
  	
  	
  	
  λ	
  ≤	
  L	
  

•  😃	
  	
  	
  λ	
  may	
  be	
  <	
  0	
  !	
  

•  	
  when	
  λ	
  ≤	
  0	
  on	
  D,	
  the	
  system	
  is	
  said	
  to	
  be	
  dissipa7ve	
  on	
  D	
  

•  when	
  λ	
  ≤	
  0	
  ,	
  indicaGon	
  of	
  local	
  contracGon	
  ?	
  
•  when	
  	
  λ	
  >	
  0	
  ,	
  indicaGon	
  of	
  local	
  expansion	
  ?	
  

λ	
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Equivalent	
  definiGon	
  of	
  λ	
  	
  using	
  Jacobian	
  [Amizare-­‐Sontag	
  2013]	
  

logarithmic	
  norm	
  (of	
  Jacobian)	
  definiGon:	
  
	
   	
  λ	
  =	
  sup|y|=1	
  in	
  D	
  	
  lim	
  hà0+	
  	
  1/h	
  	
  (|y	
  +	
  h	
  J	
  y|-­‐	
  1)	
  

	
  
where	
  J	
  is	
  the	
  Jacobian	
  matrix	
  of	
  f	
  at	
  y=(u,v),	
  ie:	
  
	
  

	
   	
   	
   	
  fu(u,v)	
  	
  	
  	
  fv(u,v)	
  
	
   	
   	
   	
  gu(u,v)	
  	
  	
  	
  gv(u,v)	
  

	
  
	
  

NB:	
  If	
  D	
  convex, 	
   	
  λ	
  =	
  sup	
  y	
  in	
  D\{0}	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  1/|y|2	
  	
  	
  	
  	
  	
  yT	
  J	
  y	
  
	
  
	
  
	
  

8	
  



II.	
  Standard	
  local	
  stability	
  	
  and	
  limit	
  cycles	
  (LC)	
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Reference	
  trajectory: 	
  normal	
  direcGon	
  given	
  by	
  	
  (g,	
  −f	
  )T.	
  
	
  

	
  ρ°	
  =	
  nT	
  J	
  n	
  =	
  	
   	
  1/(f2+g2)	
  	
  	
  (f2	
  gv	
  +	
  g2	
  fu	
  −	
  fg	
  (fv	
  +	
  gu))	
  
represents	
  the	
  rate	
  of	
  convergence	
  normal	
  to	
  the	
  flow	
  
	
  
	
  
whereas	
  	
  λ	
  =sup|y|=1	
  	
  λ[y]	
  	
  (in	
  the	
  fixed	
  frame)	
  with	
  y:(u,v)	
  

	
  	
  λ[y]	
  =	
  yT	
  J	
  y	
  = 	
  	
  1/(u2+v2)	
  	
  	
  	
  (u2	
  fu	
  +	
  v2	
  gv	
  +	
  uv	
  (fv	
  +	
  gu))	
  

Local	
  stability	
  	
  towards	
  perpendicular	
  perturbaGons	
  
	
   	
   	
   	
   	
   	
  [Ali-­‐Menzinger99]	
  :	
  

The	
  analysis	
  of	
  the	
  response	
  of	
  a	
  dyn.	
  
system	
  to	
  normal	
  perturba7ons	
  is	
  
significantly	
  clearer	
  in	
  the	
  moving	
  
tangen7al-­‐normal	
  reference	
  frame	
  	
  of	
  
the	
  figura7ve	
  point	
  traveling	
  along	
  LC,	
  
than	
  in	
  	
  fixed	
  frame	
  	
  of	
  	
  original	
  system.	
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system	
  
dx/dt	
  =	
  x	
  
dy/dt	
  =	
  −	
  y	
  

unit	
  normal	
  vector	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  Jacobian	
  
n=	
  1/√(x2+y2)	
  (y,x)T	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  J	
  =	
  	
  1	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  0	
  

	
   	
   	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  0	
   	
  	
  	
  	
  −1	
  

	
  linear	
  saddle	
  flow	
  repels	
  traj.	
  from	
  y-­‐axis	
  and	
  aVracts	
  them	
  to	
  	
  x-­‐axis	
  	
  

local	
  divergence	
  rate	
  
ρ! =	
  y2	
  −	
  x2	
  /	
  (x2+y2)	
  

traj.	
  converging	
  for	
  x2	
  >	
  y2;	
  diverging	
  for	
  y2	
  >	
  x2;	
  parallel	
  when	
  y	
  =	
  x	
  (white)	
  

Linear	
  Saddle	
  Flow	
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ρ°	
  rate	
  of	
  expansion/contracGon	
  of	
  the	
  vector	
  field	
  [Nave-­‐Nolan-­‐Ross	
  19]	
  

	
  

•  ρ°	
  measures	
  the	
  effect	
  along	
  direcGon	
  n	
  for	
  a	
  perturbaGon	
  applied	
  
along	
  direcGon	
  n	
  wrt	
  the	
  figuraGve	
  point	
  traveling	
  along	
  	
  LC.	
  

•  ρ°	
  measures	
  also	
  the	
  instantaneous	
  aVracGon/repulsion	
  of	
  nearby	
  
trajectories.	
  

•  	
  ρ° 	
  useful	
  to	
  analyze	
  the	
  local	
  stability	
  of	
  trajectories.	
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ApplicaGon	
  to	
  limit	
  cycles	
  (LC)	
  	
  	
  	
  	
  [AM99]	
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[S.	
  de	
  Buyl	
  	
  19]	
  (case	
  a)	
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[S.	
  de	
  Buyl	
  	
  19]	
  (case	
  b)	
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The	
  cycle	
  is	
  aVracGng	
  for	
  most	
  of	
  its	
  space	
  (ρ°<0),	
  but	
  by	
  moments,	
  
when	
  moving	
  across	
  the	
  fold	
  point	
  to	
  the	
  opposite	
  stable	
  branch,	
  	
  traj.	
  is	
  
normally	
  repelling	
  	
  (ρ°	
  >0)	
  
	
  
NB:	
  slow	
  dynamics	
  occur	
  along	
  a	
  slow	
  manifold	
  near	
  	
  y	
  =	
  −x	
  +	
  x3.	
  
	
  

ρ°	
  	
  along	
  the	
  limit	
  cycle	
  of	
  Van	
  der	
  Pol	
  (case	
  b)	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  [NNR19]	
  

dx/dt	
  =	
  1/ε	
  (y	
  +	
  x	
  −	
  x3)	
  
dy/dt	
  =	
  −	
  x	
  

dx/dt	
  =	
  1/ε	
  (y	
  +	
  x	
  −	
  ⅓	
  x3)	
  	
  
dy/dt	
  =	
  0.2	
  −	
  x	
  −	
  0.75y	
  or	
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A	
  phase	
  portrait	
  of	
  LC	
  	
  (with	
  x	
  and	
  y	
  nullclines)	
  showing	
  the	
  unstable	
  
phase	
  ρ°>0	
  wrt	
  perpendicular	
  perturbaGons	
  by	
  the	
  doVed	
  lines.	
  
	
  
 ρ°>0 if: -0.75(y+x-⅓ x3) + (0.2-x-0.75y)2 (1-x2)  > 0	
  
	
  

Local	
  stability	
  of	
  a	
  VdP	
  LC	
  using	
  rate	
  ρ° [AM99]	
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😶	
  What	
  if	
  we	
  replace	
  ρ° with λ ?	
  

😦	
  	
  λ	
  	
  defined	
  in	
  fixed	
  reference	
  frame	
  
	
  
😊	
  	
  λ	
  	
  easy	
  to	
  calculate	
  using	
  
	
   	
  nonlinear	
  programmig	
  tool	
  (Yalmip	
  or	
  scp)	
  	
  
	
   	
  or	
  even	
  analyGcally	
  (for	
  n=2)	
  

	
  
😯	
  	
  λ	
  >	
  0	
  	
  ≠	
  	
  ρ°>0	
  
	
   	
   	
   	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  disGnct	
  (in)stability	
  regions	
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Van	
  der	
  Pol:	
  decomposiGon	
  of	
  S	
  into	
  S−	
  (λ<0)	
  and	
  S+	
  (λ	
  >0)	
  

J	
  =	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  10(1−x2)	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
   	
  10	
  
	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  −1 	
   	
  	
   	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  	
  −0.75	
  

J	
  (x,y)T	
  	
  =	
  (10(1−x2)x	
  +	
  10y,	
  −x−0.75y)T	
  	
  

sgn(λ)	
  =	
  sgn	
  [	
  −	
  0.75	
  y2	
  +	
  9xy	
  +	
  10(1−x2)x2	
  ] 	
   	
  	
  Δ	
  =	
  x2	
  (111	
  −	
  30x2)	
  
	
  
λ=0	
  	
  iff	
  	
  −1.92≤	
  x	
  ≤1.92	
  	
  ∧	
  	
  y	
  =	
  x	
  (6	
  ±	
  ⅔	
  √(111−30x2))	
  
	
  
λ>0	
  	
  iff	
  	
  −1.92≤	
  x	
  ≤1.92	
  	
 ∧	
 y	
 	
  between	
  	
  curves	
  	
  

	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  y	
  =	
  x	
  (6	
  ±	
  ⅔	
  √(111−30x2))	
  
	
 

(x,y)	
  J	
  (x,y)T	
  =	
  −	
  0.75	
  y2	
  +	
  9	
  xy 	
  +	
  10(1−x2)x2	
   	
   	
  
	
  	
  

dx/dt	
  =10	
  (	
  y	
  +	
  x	
  −	
  ⅓	
  x3)	
  	
  
dy/dt	
  =	
  b0	
  −	
  x	
  −	
  0.75y	
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Van	
  der	
  Pol:	
  decomposiGon	
  	
  
of	
  S	
  into	
  S−(λ<0)	
  and	
  S+(λ	
  >0)	
  
	
  
λ>	
  0	
  	
  iff	
  	
  −1.92	
  ≤	
  x	
  ≤	
  1.92	
  	
 	
 	
 
	
 	
 	
 ∧	
 y	
 between	
  	
  curves	
  	
  
	
   	
   	
  y	
  =	
  x	
  (6	
  ±	
  ⅔	
  √(111−30x2))	
  

	
 

	
  

decomposiGon	
  with	
  	
  rate	
  ρ°	
  
	
  
ρ°>0 on	
  doVed	
  lines	
  	
  
	
  
ρ°>0 if: 
-0.75(y+x-⅓ x3)+(0.2-x-0.75y)2(1-x2)  >0	
  
	
  

b0=0.2	
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b0	
  =	
  0.470965047	
  
near	
  the	
  saddle-­‐node	
  (SN)	
  bifurcaGon	
  

b0	
  =	
  (√2)/3	
  ≈	
  0.471	
  
at	
  	
  SN	
  bifurcaGon:	
  LC	
  collides	
  with	
  
repelling	
  fixed	
  point	
  ≈	
  (0.97,-­‐0.66)	
  
and	
  disappears.	
  

EvoluGon	
  of	
  LC	
  as	
  	
  b0	
  ì	
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1D	
  Brusselator	
  example	
  

AnalyGc	
  computaGon	
  of	
  S−	
  (λ	
  <0)	
  and	
  S+	
  (λ	
  >0)	
  

du/dt	
  =	
  A	
  +	
  u2v	
  –	
  (B+1)u	
  
dv/dt	
  =	
  Bu	
  –	
  u2v	
  

J:	
   	
  2uv	
  −	
  (B+1) 	
  	
  	
  u2	
  
	
  B−2uv 	
   	
   	
  −u2	
  
	
  	
  	
  	
  λ	
  =	
  sup(u,v)	
  in	
  D\{0}	
  	
  	
  (u,v)	
  J	
  (u,v)T	
  

	
  	
  λ	
  =	
  sup(u,v)	
  in	
  D\{0} 	
  	
  u/u2+v2	
  	
   	
  ((3u2+B)v−(3v2+B+1)u)	
  
	
  
	
  	
  λ=0	
  if	
  : 	
   	
   	
  −3uv2+(3u2+B)v−(B+1)u=0	
  
	
  

	
   	
   	
   	
   	
  Δ	
  =	
  9u4−6(B+2)u2+B2	
  
	
  

	
  λ>0	
  if:	
  	
  (u	
  <	
  √⍵1	
  	
  ∨	
  	
  √⍵2<	
  	
  u)	
  	
  ∧	
 	
 	
 	
  v	
  between	
  curves	
  v	
  =	
  1/6u	
  	
  (3u2+B	
  ±	
  √Δ)	
  
	
  
with	
  ⍵1:=	
  ⅓((B+2)−2√Δ)	
  ,	
 ⍵2:=	
  ⅓	
  ((B+2)	
  +2√Δ)	
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Brusselator:	
  decomposiGon	
  of	
  S	
  into	
  S−	
  (λ<0)	
  and	
  S+	
  (λ	
  >0)	
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DecomposiGon	
  of	
  S	
  into	
  	
  S−	
  (λ<0)	
  and	
  S+(λ>0)	
  	
  
for	
  Van	
  der	
  Pol	
  and	
  Brusselator	
  	
  

•  requires	
  no	
  Gme-­‐integraGon,	
  	
  
	
   	
   	
   	
  no	
  iniGal	
  condiGon	
  

	
  
•  depends	
  on	
  Jacobian	
  of	
  f	
  only	
  	
  

•  Computable	
  using	
  nonlinear	
  programming	
  solver	
  
(YALMIP	
  of	
  MATLAB,	
  SQP	
  of	
  OCTAVE)	
  

•  sign	
  can	
  be	
  	
  found	
  analyGcally	
  

	
  

24	
  



III.	
  ApplicaGon	
  of	
  λ	
  to	
  LC	
  Analysis	
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Idea:	
  situate	
  LC	
  wrt	
  S−	
  and	
  S+	
  

	
  
•  the	
  part	
  of	
  LC	
  belonging	
  to	
  S−	
  (λ	
  <0)	
  is	
  locally	
  aVracGve	
  
(convergence	
  of	
  nearby	
  trajectories	
  wrt	
  fixed	
  reference	
  frame)	
  

•  the	
  part	
  of	
  LC	
  belonging	
  to	
  S+	
  	
  (λ	
  >0)	
  is	
  locally	
  repelling	
  
(divergence	
  of	
  nearby	
  trajectories	
  wrt	
  fixed	
  reference	
  frame)	
  

•  exploit	
  the	
  decomposiGon	
  to	
  construct	
  	
  a	
  symbolic	
  cycle	
  	
  
	
  (called	
  λ-­‐cycle)	
  enclosing	
  LC	
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Proof	
  of	
  existence	
  and	
  structure	
  of	
  	
  LCs	
  	
  	
  [J.	
  Jerray	
  2019]	
  
	
  

•  ConstrucGon	
  of	
  λ-­‐cycle	
   	
   	
   	
  	
  
1.  Select	
  two	
  balls	
  W	
  and	
  Z	
  of	
  S−	
  	
  intersecGng	
  with	
  	
  LC	
  

2.	
  prove	
  reachability	
  from	
  W	
  to	
  Z	
  inside	
  S−	
  (λ	
  <0)	
  	
  
	
   	
  via	
  Euler	
  method	
  (with	
  Gme-­‐invariant	
  error	
  bound	
  δ0)	
  

	
  

	
  3.	
  prove	
  reachability	
  from	
  Z	
  to	
  W	
  in	
  S+	
  (λ	
  >0)	
  	
  
	
   	
  via	
  Euler	
  method	
  (with	
  exp.	
  error	
  bound	
  δ+	
  ≈	
  δ0eλt)	
  

	
  
	
  	
  à	
  λ-­‐cycle	
  
	
  See	
  example	
  	
  on	
  Brusselator	
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ConstrucGon	
  of	
  λ-­‐cycle	
  on	
  Brusselator	
  

from	
  W	
  to	
  Z	
  (inside	
  S−):	
  	
  use	
  Euler	
  with	
  λ	
  <0	
  (error	
  δ	
  Gme-­‐insensiGve	
  =	
  δ0)	
  
	
  
from	
  Z	
  to	
  W	
  (traverse	
  S+):	
  use	
  Euler	
  with	
  λ	
  =	
  1.2	
  >	
  0	
   	
   	
  (error	
  δ	
  ≈	
  δ0	
  eλt)	
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δ>0	
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ApplicaGon	
  to	
  reacGon-­‐diffusion	
  equaGons	
  requires	
  
space	
  discreGzaGon	
  of	
  ⍵	
  and	
  finite	
  difference	
  scheme	
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Conclusion	
  

•  tradiGonally:	
  LC	
  analysis	
  done	
  via	
  standard	
  rates	
  local	
  stability	
  (eg	
  ρ°)	
  
	
  	
  
•  here:	
  LC	
  analysis	
  	
  done	
  	
  with	
  OSL	
  λ	
  (used	
  as	
  a	
  non-­‐standard	
  rate	
  of	
  

	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
   	
  local	
  stability)	
  
	
  
•  decomposiGon	
  of	
  S	
  into	
  subdomains	
  S−	
  (with	
  λ	
  <0)	
  and	
  	
  S+	
  (	
  λ	
  >0)	
  	
  

	
  easily	
  computable	
  	
  (using	
  the	
  Jacobian	
  of	
  the	
  flow	
  vector);	
  	
  
–  trajectory-­‐free	
  (or	
  Gme-­‐integraGon	
  free),	
  	
  
–  	
  requires	
  no	
  	
  knowledge	
  of	
  iniGal	
  condiGons.	
  

	
  
•  once	
  decomposiGon	
  known,	
  proof	
  of	
  periodic	
  cyclicity	
  possible:	
  

select	
  	
  balls	
  of	
  S−	
  (with	
  λ	
  <0)	
  intersecGng	
  LC	
  ,	
  and	
  connect	
  symbolically	
  the	
  balls	
  via	
  	
  
forward	
  Euler	
  method	
  à	
  existence	
  and	
  structure	
  of	
  periodic	
  cycle	
  

	
  	
  
•  Van	
  der	
  Pol,	
  Brusselator	
  examples	
  

•  Extension	
  to	
  reacGon-­‐diffusion	
  equaGons	
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The	
  pronounced	
  variaGon	
  of	
  
lambda_{nn}	
  in	
  phase	
  space	
  and	
  along	
  
the	
  LC	
  are	
  shown	
  in	
  Figs	
  4a	
  and	
  4c,	
  
where	
  the	
  former	
  gives	
  the	
  value	
  of	
  
lambda_{nn}	
  along	
  the	
  cycle	
  and	
  
illustrates	
  the	
  coexistence	
  of	
  locally	
  
stable	
  and	
  unstable	
  phases	
  on	
  the	
  LC	
  
Fig.	
  4b	
  shows	
  that	
  the	
  unstable	
  phases	
  
occur	
  while	
  the	
  system	
  transits	
  
between	
  the	
  branches	
  of	
  the	
  slow	
  
manifold.	
  
The	
  trajectory	
  divergence	
  rate	
  ρ�	
  is	
  not	
  an	
  
objecGve	
  quanGty,	
  as	
  a	
  scalar	
  quanGty	
  
does	
  not	
  remained	
  unchanged	
  under	
  any	
  
translaGon	
  and	
  rotaGon	
  of	
  refernce	
  frame.	
  
	
  
ObjecGvity	
  is	
  not	
  always	
  a	
  desirable	
  trait.	
  
For	
  the	
  example	
  of	
  a	
  rotaGng	
  saddle	
  flow,	
  
the	
  finite-­‐Gme	
  L.	
  exponent,	
  which	
  is	
  an	
  
objecGve	
  quanGty,	
  gives	
  no	
  structure.	
  

λ	
  =	
  maxy	
  in	
  D	
  eigenvalue	
  of	
  	
  ½	
  (Jy+JyT)	
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ApplicaGon	
  to	
  
[Le	
  Coent	
  2017]	
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In	
  spite	
  of	
  a	
  fixed	
  reference	
  frame	
  (vs.	
  	
  	
  ``moving’’reference	
  	
  frame	
  (tangent	
  and	
  
normal	
  to	
  the	
  trajectory	
  )	
  as	
  in	
  rho^{.})	
  

38	
  



with	
  	
  Interval	
  ArithmeGc	
  method	
  using	
  fixed	
  reference	
  frame	
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The	
  Quest	
  for	
  Invariant	
  manifolds	
  [Wikipedia]	
  
•  determinaGon	
  of	
  the	
  upper	
  bound	
  for	
  the	
  number	
  of	
  limit	
  cycles	
  (LC)	
  

in	
  2D	
  polynomial	
  ODEs	
  of	
  do	
  n	
  and	
  	
  invesGgaGon	
  of	
  their	
  relaGve	
  
posiGons.	
  

•  LC:	
  	
  closed	
  trajectory	
  	
  in	
  phase	
  space	
  s.t.	
  at	
  least	
  one	
  other	
  trajectory	
  
spirals	
  into	
  it	
  as	
  t	
  -­‐>	
  ±∞	
  

•  Today:	
  no	
  upper	
  bound	
  known	
  for	
  the	
  number	
  of	
  	
   	
   	
   	
  LC	
  for	
  
any	
  n	
  >	
  1	
  

•  [NNR19]:	
  Local	
  stability	
  rates	
  can	
  be	
  used	
  	
  to	
  find	
  highly	
  aVracGng	
  or	
  
repelling	
  invariant	
  manifolds,	
  such	
  as	
  slow	
  manifolds	
  (which	
  exhibit	
  a	
  
separaGon	
  of	
  Gme	
  scales),	
  to	
  rapidly	
  approximate	
  hyperbolic	
  
Lagrangian	
  coherent	
  structures,	
  or	
  to	
  provide	
  the	
  local	
  stability	
  of	
  
invariant	
  manifolds.	
  

A	
  stable	
  invariant	
  manifold	
  is	
  one	
  for	
  	
  
which	
  nearby	
  traject.	
  stay	
  close	
  for	
  t-­‐>	
  ∞	
  

A	
  stable	
  invariant	
  manifold	
  is	
  one	
  for	
  	
  
which	
  nearby	
  traject.	
  stay	
  close	
  for	
  t-­‐>	
  ∞	
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